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Les Aptychus apportent donc ici une précision supplé-
mentaire en excellent accord avec les autres résultats
connus pour la méme époque.

L’échelle des Bélemnites ainsi complétée donne une
bonne esquisse de la paléoclimatologie de cette époque:
4 partir du maximum de température du Jurassique supé-
rieur on assiste & une baisse graduelle jusqu’au minimum
barrémien suivie ensuite d’une remontée vers le maximum
Albien (voir Figure). Remarquons que le maximum
Albien a, comme celui du Jurassique supérieur, une valeur
absolument générale. Cette constance pour toute I'Europe
occidentale est bien établie par les travaux de LOWEN-
staM et EpsTEIN® et BowEN?. Les autres températures
concernant 1’Albien de France obtenues par BoweN?$ dans
le Pas de Calais (Cap Blanc Nez) se rangent entre 22,7°C
et 25,1°C.

Ceci concorde avec les données de la paléogéographie.
A ces deux époques les mers avaient en effet une large ex-
tension sur le continent.

En revanche, au Portlandien la mer se retire dans le
réservoir alpin d’ou vont partir, en direction du Nord-
Ouest, les transgressions successives du Crétacé.

Au Néocomien la mer issue du domaine alpin reste
encore séparée de celle qui couvrait une partie des Iles
Britanniques. Il faut certainement voir 14 l’explication
des différences relevées entre les valeurs néocomiennes
d’Angleterre et celles du Dévoluy (16,5°C 4 Speeton in
BowEeNnS#).

De méme a ’Albien, les valeurs obtenues pour les Alpes
sont sensiblement plus élevées que celles déterminées 2
partir de fossiles de régions plus septentrionales. Mais il
s'agit cette fois du méme domaine marin ct I'on peut sup-
poser que les variations sont en grande partie dues aux
effets de latitude. Il serait donc extrémement intéressant
de réaliser une étude de fossiles albiens d’Espagne et
d’Afrique du Nord pour essayer d’en tirer des indications
sur les positions des tropiques de 'équateur et des poles &
cette époque.

(c) Le probléme del’ A ptien. Les anciens auteurs pensaient
que la corniche suburgonienne constituait une faciés de
méme age que 1'Urgonien du Vercors c’est & dire Barré-
mien supérieur Aptien inférieur.

En réalité on a vu que la microfaune plaide en faveur
d’un 4ge barrémien pour I’ensemble de la corniche calcaire.
L’Aptien devrait tout entier étre compris dans le complexe
sus-jacent. Or, les températures indiquées par les Bélem-
nites recueillies au dessus de la barre se rangent dans le
domaine Albien et non dans celui de I’Aptien bien étudié
par Bowen#8, Dans le département du Vaucluse, proche

THEORIA

Zur mathematischen Theorie der Signerschen

Zerlegungsapparatur zur multiplikativen Vertei-

lung von Substanzen zwischen nichtmischbaren
Fliissigkeiten

SIGNER et al.! haben eine Apparatur zur Trennung
chemischer Stoffgemische entwickelt, wobei zwei nicht-
mischbare Fliissigkeiten durch ein ruhendes Kammer-
system fliessen, die durch Bohrungen in den Trenn-
winden miteinander kommunizieren. In den einzelnen
Kammern sorgen langsam rotierende Riihrscheiben, die
in die iibereinander lagernden Fliissigkeiten eintauchen,
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du Dévoluy, cet auteur a obtenu des valeurs de 19,2°C et
20,5°C trés inférieures a celle données par les niveaux
supposés aptiens du Dévoluy.

Les autres températures aptiennes de France 21°C a
Clansayes et 23,7°C a Wissant déterminées par le méme
anteur sont également nettement plus basses.

On est donc conduit & proposer un dge Albien pour les
dépots qui reposent sur la barre suburgonienne du Dé-
voluy. Ainsi I’Aptien correspondrait dans ces régions & un
tel relévement du fond, qu’il aurait déterminé des émer-
sions au moins partielles. Ce relévement serait peut étre la
conséquence de secousses tectoniques précoces, dans cette
région®,

Summary. Paleotemperature determinations were made
by the oxygen isotope method on 20 Belemnoids, 5 Ap-
tychi and a ‘Nautilus’ beak from the Lower Cretaceous of
the Dévoluy area of the Hautes-Alpes (France). The data
derived show a well-defined trend from higher temper-
atures in the Berriasian to a climatic minimum in the
Barremian followed by a rise to the Albian maximum,
previously observed elsewhere in Europe. The Aptychi are
shown to be useful paleotemperature indicators utilizable
in copjunction with Belemnoids. A Sequanian Aptychus
gave a high temperature reading, indicating that the
climate steadily cooled from Upper Jurassic times into the
Barremian. The single ‘Nautilus’ beak gave a result sug-
gesting that this group of fossils may also prove valuable
in siinilar studies in the future. The paleotemperature data
also showed (by the stratigraphic position of the relevant
Belemnoids) that the Aptian is either very attenuated or
absent in the Dévoluy.
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fiir eine rasche Einstelung des Verteilungsgleichgewichts
der Stoffe des dem Losungsmittelstrom zugeleiteten Stoff-
gemisches?.

Die Leistung des Apparates hingt unter anderem von
den Dimensionierungen der Kammern, von der Grisse
der Durchflusséffnungen, von der Drehzahl der Riihr-
scheiben und von der Fliessgeschwindigkeit der: beiden
Losungsmittel ab. Es ist klar, dass sich Abweichungen
gegeniiber einer theoretisch bestimmbaren Leistung eines
idealen Gerites ergeben. Diese sind vor allem darauf
zuriickzufiihren, dass die Durchmischung in den Kam-

1 Genaueres findet man in der Note R. SioNeRr, K. ALLEMANN,
E. KOHL1, W. LEamanN, H, Mever und W, RitscHArD, Dechema-
Monographien 27, 32 (1956).



15. V. 1963

mern nicht vollstindig ist und dass stérender Fliissig-
keitsaustausch durch die Offnungen der Kammerwinde
stattfindet. Die Auswirkungen dieser Ursachen sind
theoretisch nur schwer zu erfassen. SigNER hat aber
Testversuche ausgearbeitet, die es gestatten, die Ab-
hingigkeit der Leistung des Apparates von den gewdhiten
Daten und von den erwihnten stdrenden Faktoren ex-
perimentell zu ermitteln. Hierzu wird eine geeignete
Substanz einem konstanten Losungsmittelstrom zuge-
fithrt. Die Konzentration der zufliessenden L&sung ist
hierbei als Funktion der Zeit passend und frei gewdhlt.
Unter der Annahme einer ideal funktionierenden Ap-
paratur (fiktives Modell) kann die Konzentration der
ausfliessenden Lésung berechnet werden.

Die durch Messung ermittelte Konzentration am Aus-
fluss des Apparates (reales Gerat) weicht mehr oder
weniger von der theoretisch errechneten ab, SiGNER hat
nun bemerkt, dass die experimentell bestimmte Leistung
des realen Gerites ziemlich genau der theoretischen
Leistung eines fiktiven Modells entspricht, dessen Kam-
merzahl # gegeniiber der wahren Anzahl » reduziert ist.
Man kann diese wirksame Kammerzahl 7 empirisch fest-
stellen und den Quotienten #i/n als Wirkungsgrad ein-
fiithren. Dieser hingt nun unter anderem von der Fliess-
geschwindigkeit des Losungsmittels und von der Drehzahl
der Riihrscheiben ab und die glinstigsten Werte, die einen
optimalen Wirkungsgrad ergeben, kénnen experimentell
aufgesucht werden.

In dieser Note soll eine kurze mathematische Studie
zur Zerlegungsapparatur von SIGNER skizziert werden,
die sich insbesondere auf den erwidhnten Testversuch
bezieht. Von BreENNER wurden wir iibrigens darauf hin-
gewiesen, dass dhnliche Ansétze auch fiir die mathe-
matische Theorie der Chromatographie von Interesse
sind 2.

I. Modellschema und Testversuch. In diesem ersten
Abschnitt beschreiben wir in stark vereinfachter Weise
den Testversuch mit der Apparatur und wihlen die
erforderlichen Bezeichnungen.

Ein zylindrisches Gefiiss in horizontaler, von links nach
rechts orientierter Lage sei.gleichmissig in Kammern
unterteilt, die miteinander durch Offnungen in den Trenn-
winden verbunden sind. Das Kammeraggregat wird von
einem konstanten L&sungsmittelstrom von links nach
rechts durchflossen. Zu Beginn des Versuchs wird links
eine L8sung vorgegebener Konzentration zugefithrt. Fiir
den nun einsetzenden Mischungsvorgang wird angenom-
men, dass eine Riihrvorrichtung dafiir sorgt, dass in
jeder Kammer homogene Konzentration vorliegt. Die
mathematische Aufgabe besteht zun#chst darin, die Kon-
zentration der rechts ausfliessenden Losung zu berechnen.
Die Konzentrationen der einfliessenden und der aus-
fliessenden Lsung sind hierbei als Funktionen der Zeit
angesetzt.

Es bedeute: ¥V = Gesamtvolumen des Kammeraggre-
gates; » = Anzahl der Kammern; ¢ = Zeit, die seit Ver-
suchsbeginn verflossen ist; w = links eintretender L&-
sungsstrom {Volumen des Losungsmittels pro Zeitenheit);
¥ = w]V (Losungsstrom pro Volumeneinheit); C,(f) =
Konzentration der Losung in der A-ten Kammer im
Zeitpunkt ¢ (Kammern von links nach rechts numeriert,
k=1,2,...,n); C{t) = C,(t) = Endkonzentration (Kon-
zentration der rechts ausfliessenden Losung); Cy(¢) =
Anfangskonzentration (Konzentration der links einflies-
senden Losung).

II. Konzentrationsverlauf. Wir berechnen nachfolgend
die Konzentrationen in den einzelnen Kammern, ins-
besondere die Endkonzentration aus der vorgegebenen
Anfangskonzentration.
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Die Bilanz iiber die Menge des geltsten Stoffes in der
k-ten Kammer (=1, 2, ..., #) im Zeitpunkt ¢ liefert
die Beziehung

H i
[wC@) dr — [ wCyx) dx = ad C,l1),
1] 4] %

aus der sich die Differentialrekursion
Chlt) = n# Cpmnlt) — m 7 Ct)
mit den Anfangsbedingungen
Clo)=0

ergibt. Leicht verifiziert man die Giiltigkeit der Integral-
rekursion

i
Cilty=mr[e-wit-0C(x)dr (h=1,...n),
0

wobei fiir Cy(v) die vorgegebene Anfangskonzentration
einzusetzen ist. Wiederum durch direkte Verifikation
bestitigt man, dass die eindeutig bestimmte Liésung
durch

(

nr)k ‘
Cul) = G yy [ = 21 e on Cofa) ax

gegeben ist. Insbesondere gewinnt man fiir die gesuchte
Endkonzentration C,(¢#) = C(¢) die Integralformel

(nr)"

t
T [ = A= G dr ()

0

c) =

Damit ist eine erste Darstellung der Losung des gestellten
Problems erzielt.

Es ist fiir gewisse Zwecke giinstig, der exakten Auf-
16sung (1) eine fiir grosse » giiltige asymptotische Formel
an die Seite zu stellen. Diese gewinnen wir dadurch, dass
wir die im Faltungsintegral in (1) steckende Poissonsche
Verteilungsdichte

1
(n—- 1!
durch die Gaussche Normalverteilung
- np

1 £ gy

m-le-t (0<t<oo;n=12..)

{(—o<t<oo; m=12,..)

ersetzen, die den gleichen Mittelwert # und die gleiche

Streuung # aufweist. So ergibt sich die asymptotische
Darstellung

oo
co~)ger [t aman @
-0

die fiir grosse » beansprucht werden kann.
I11. Sonderfille. Es sollen nun zwei fiir die Testversuche
wichtige spezielle Fille besonders hervorgehoben werden.
Erstens betrachten wir den konstanten Zustrom, den
wir mit naheliegender Normierung durch

Clt) =1 (0 St <oo); GCyfty=0 (-0 <t <0

kennzeichnen. Nach (1) resultiert zunichst die Dar-
stellung

nrt

1
ci) = WoTT of e—%zn-1dz, (3)

oder nach. partieller Integration die explizite Form

¢ Vortrige von M. BRENNER, Basel, im organisch-chemischen Insti-
tut Bern, im Herbst 1961.
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{nrt)2 nriyn—1
C(i)=1~e""”{1+mi+ IR ((n—m} 4)

Dieser Ausdruck ist fiir die praktische Berechnung der
Endkonzentration fiir grosse » umstindlich. Wir greifen
deshalb auf die asymptotische Formel (2) zuriick und
gewinnen zunichst die Integralformel

nrt
{z — nj?

1
e~ 5 dz {5)
V / 2

C{ty ~
2an oo
oder mit Verwendung der geldufigen und tabellierten?
Funktion (Fehlerintegral)

x
__frz’dz
0

schliesslich die fiir die praktische Anwendung bequeme

Formel -
Glt) ~ ’? {1 +@ [(yt 1 V_’Z’_ ]} ©)

fiir grosse #.

Zweitens ziehen wir die Momentaninjektion in Be-
tracht, wobei im Zeitnullpunkt eine Einheit des Stoff-
gemisches zugegeben wird, Die Anfangskonzentration
C,lt) existiert in diesem Fall nicht mehr im gewohnlichen
Sinn, doch wird hier iibungsgemiss die sogenannte
Diracfunktion eingefiihrt, die durch die lediglich sym-
bolisch deutbaren Setzungen

Colt) =0 (t£0);  Co(0) =

o ]

[ Colty at = 1jw; [ Cot)y dt =

¢ Zeo

gekennzeichnet sein soll. Nach (1) ergibt sich {fiir die
Endkonzentration die Formel

(ny,™

— mfZ“”” -1 (7)

C()
und mit (2) der Ndherungsansdruck

T

IV. Reduktion der Kammevzahl, Wirkungsgrad. Die
Realisierung einer vorgegebenen Anfangskonzentration
Co(t) wird bei einem Versuch nur ndherungsweise ge-
lingen. So bleiben beispielsweise bei den im voraus-
gehenden Abschnitt betrachteten speziellen Anfangs-
funktionen fiir den konstanten Zustrom und fiir die
Momentaninjektion lediglich idealisierte Vorbilder, die
beim realen Versuch nur unvoltkommen verwirklicht sind.
Die Konzentration des Zustroms kann nicht unstetig von
Null auf Eins springen, und es ist auch unmoglich, eine
Stoffeinheit im Zeitaugenblick Null dem Losungsmittel
zuzuleiten. Wir versuchen nun, die dem wirklichen Vor-
gang anhafténde Verstreuung und Vermischung sinn-
gemiss mathematisch zu erfassen und die Modifikation
zu bestimmen, welche die theoretische Lisung, die auf der
Annahme ideal funktionierender Prozesse basiert, erleiden
muss. Der Ansatz sollte ferner die stérenden Hin- und
Herbewegungen der Losung durch die Offnungen der
Kammerwiinde mitberiicksichtigen. Um diese Unzulidng-
lichkeiten und Stérungen in zusammengefasster und
selbstverstindlich stark simplifizierter Weise mathe-
matisch zu fassen, gehen wir von der Uberlegung aus,
dass sich die Teilchen des stromenden Stoffes im Losungs-
mittel nicht genau an den ihnen theoretisch zustehenden
Stellen befinden, sondern zufallsartig um diese Stellen
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gestreut sind. Der integrale Ausdruck dafiir kann da-
durch erzielt werden, dass die Anfangskonzentration
Co(?) ersetzt wird durch eine modifizierte Cy(f), die geméss
Ansatz

s o]
1 t -
= [ e Golr) dx (9)

Cu(t): VZJZ a oo

durch stochastische Verstrenung aus der urspriinglichen
hervorgeht. Hierbei ist also C,(¢) die theoretisch vorge-
schriebene und Cy{t) die praktisch zur Wirkung kom-
mende Anfangskonzentration. Die Streuungskonstante
@ > 0 misst das Ausmass der Abweichung, wihrend 1l/a
ein Mass fiir die Prizision ist, mit der die angestrebte
Anfangsbedingung beim wahren Versuch verwirklicht
werden kann., Wir bestimmen nun den Einfluss dieser
Modifikation (9) auf die resultierende Endkonzentration.
Dabei beschrinken wir uns auf den Fall grosser Kammer-
zahl und ersetzen also in der asymptotischen Darstellung

die Anfangskonzentration Cy(r} durch 5o(z). So ergibt
sich zunéchst die Darstellung

" {(x — &}
il oy — 1) —
f fe 2’ =1 2a*

Indem zuerst nach x integriert wird, resultiert

C(t Vu v

2na

Colz) dzdx.

—, o
= ny? -z 1)
i~ l/ 27 (1 + nria?) "/ e~ T wa Colz) dz

Nun erkennt man, dass sich dieses Ergebnis auf die Form

NV_ f g~—-(ft—72-1}” Cylz) dz (10

bringen ldsst, wenn man
%

f = e
1 + nria?

(11)
setzt. Wie ersichtlich hat aber (10) wieder die Gestalt der
asymptotischen Losung (2), die einem ideal funktionier-
enden Apparat mit einer gegeniiber n reduzierten Kam-
merzahl # entspricht. Die Formel (11) liefert mithin die
wirksame Kammerzahl, und der Wirkungsgrad ist mit

1

A= gt

gegeben, ciner Formel, welche die Abhingigkeit von #,
inshesondere von der Fliessgeschwindigkeit, und von der
Streuung a erkennen lisst. Diese Konstate a misst in
summarischer Weise die Vermischungsvorginge und
diirfte in komplizierterer Weise auch von der Drehzahl
der Riihrscheiben abhingig sein,

Summary. A short mathematical theory is given of an
apparatus developed by SiGNER et al.! used for the
separation of chemical mixtures. This theory explains in
particular the reduction from the true number of cells of
this apparatus to its effective number as established by
experimental tests.

H. Hapwicer und P. GLUR

Mathematisches Institut der Universitit Bern {Schweiz),
2. Januar 1963.

3 B, Jaunke und F. Empr, Funktionentafeln {Teubner, Leipzig
1983 oder Dover, New York 1945), p. 24.



